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[Segue dal numero 307] 

Ricordiamo che in ℳ4 la norma di un quadrivettore può esse-

re positiva, nulla o negativa. Scegliamo la soluzione della (40) con 

segno positivo (vedremo che la soluzione con segno negativo non 

verrà presa in considerazione per motivi fisici) e otteniamo (vedi 
(10)) 
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Pertanto, si perviene alla formula (vedi (28)) 
 

𝑑𝜏 = 𝑑𝑡 𝛾  .                                                                                    (42)⁄  
 

La formula (42) asserisce che il tempo τ è una funzione crescente 

del tempo t, vale a dire che se in un laboratorio inerziale un evento 
si evolve verso il futuro anche in un altro laboratorio inerziale lo 

stesso evento si deve evolvere verso il futuro, cioè non può acca-

dere, per ragioni fisiche, che un fenomeno evolventesi in un labo-

ratorio (Σ, 𝑡) verso il futuro in un altro laboratorio (Σ′, t′) si evolva 

verso il passato. Per questo motivo nella (40) si è scelta la soluzio-

ne positiva. Infatti, se avessimo scelto la soluzione negativa a-

vremmo ottenuto 𝑑𝜏 = −𝑑𝑡 𝛾⁄ , vale a dire τ funzione decrescente 

di t, che non ha alcun significato dal punto di vista fisico. dτ è 
chiamato invariante di Lorentz (vedi (41)), poiché esso dipende 

dal modulo della velocità della luce c, che è un invariante relativi-

stico, e dipende anche dalla quantità 𝑔𝑖𝑘  𝑑𝑥
𝑖𝑑𝑥𝑘 che è anch’essa 

un invariante di Lorentz. Questo 𝑑𝜏 entrerà nelle definizioni della 
quadrivelocità relativistica, della quadriaccelerazione relativisti-

ca e nella quadriformulazione delle leggi della dinamica.  

 Ci proponiamo adesso di interpretare il significato fisico del 
parametro τ. Introduciamo a tale proposito accanto ai sistemi di 

riferimento inerziali (Σ, 𝑡) e (Σ′, 𝑡′) un sistema di riferimento 
(Σ∗, 𝑡∗), chiamato sistema di istantanea quiete o di moto incipien-
te, rispetto al quale la particella è in quiete, vale a dire essa sta a 

cavallo su di esso, cosicché la sua velocità misurata in (Σ∗, 𝑡∗) sia 

𝐯∗ = 0 per un determinato istante 𝑡∗. Le velocità della particella 
rispetto agli altri due sistemi risultano diverse da zero. Osservia-

mo che la velocità della particella non è costante in direzione, mo-

dulo e verso, vale a dire che il sistema di istantanea quiete non è 
un laboratorio inerziale. Nel sistema di riferimento (Σ∗, 𝑡∗) (vedi 

Fig. 6) le quantità misurate hanno i loro veri valori, mentre le mi-

sure riferite a (Σ, 𝑡) e (Σ′, 𝑡′) subiscono effetti relativistici, dovuti 

al movimento dei due laboratori. Nel paragrafo dedicato alla qua-

driformulazione della dinamica relativistica introdurremo la mas-

sa propria o d’istantanea quiete della particella 𝑚0, che è la massa 

della particella, invariante di Lorentz, che non risente degli effetti 

relativistici del movimento dei laboratori inerziali. Il tempo τ, es-
sendo invariante di Lorentz, non varia da un sistema di riferimento 

inerziale ad un altro. 
 

 
 

Fig. 6. Due sistemi di riferimento inerziali e il sistema di riferimento d’i-

stantanea quiete (Σ∗, 𝑡∗). 

 

 Consideriamo le tre velocità di 𝑃: 𝐯 misurata in (Σ, 𝑡), 𝐯′ 
misurata in (Σ′, 𝑡′), 𝐯∗ = 0 misurata in (Σ∗ , 𝑡∗). Otteniamo: 
 

𝑑𝜏 = √1 −
𝜈2

𝑐2
 𝑑𝑡   in   (Σ, 𝑡),        e 

 

𝑑𝜏 = √1 −
(𝜈′)2

𝑐2
  𝑑𝑡′  (Σ′, 𝑡′) ,                                                  (43) 

 

𝑑𝜏 = √1 −
(𝜈∗)2

𝑐2
 𝑑𝑡∗ = 𝑑𝑡∗   in  (Σ∗ , 𝑡∗).                                (44) 

 

Dal risultato fondamentale 𝑑𝜏 = 𝑑𝑡∗ (vedi (44)), si deduce che 𝑑𝜏 
è uguale all’intervallo infinitesimo temporale misurato nel siste-

ma di istantanea quiete, quindi non risente degli effetti relativisti-

ci, e pertanto τ è il tempo proprio della particella. 𝑑𝜏 risulta mi-

nore dell’intervallo misurato in (Σ, 𝑡). Vale a dire, dalla (43)1 si 

deduce che 𝑑𝑡 misurato in (Σ, 𝑡) (lo stesso dicasi per l’intervallino 

di tempo elementare misurato negli altri sistemi inerziali) all’ap-

parenza ha un valore maggiore del tempo proprio  
 

𝑑𝑡 = 𝑑𝜏 √1 − (𝜈2 𝑐2⁄ )⁄  
 

(vedi dilatazione temporale). Supponiamo, adesso, di voler calco-

lare in (Σ, 𝑡) il tempo τ che trascorre in un intervallo temporale 

[0, 𝑡]. Integrando la formula (43)1 si ha 
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 𝑑𝑡 .                                                     (45) 

 

Si possono considerare due situazioni: 
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i) la particella si muove di moto traslatorio rettilineo uniforme, 

allora è 𝐯 = 𝐜𝐨𝐬𝐭. In tal caso la (45) è integrabile e τ rappresenta 

il tempo fluito in (Σ∗, 𝑡∗) in corrispondenza all’intervallo tempo-

rale [0, 𝑡] fluito in (Σ, 𝑡): 
 

𝜏 = √1 −
𝜈2

𝑐2
∫ 𝑑𝑡
𝑡

0

= √1−
𝜈2

𝑐2
  𝑡 ;                                             (46) 

 

ii) la velocità v non è costante 𝐯 = 𝐯(𝑡). In tal caso il sistema di 

istantanea quiete della particella varia nel tempo e l’integrale della 
formula (45) viene considerato come ”somma continua” di inter-

vallini di tempo elementari 𝑑𝜏 in successivi riferimenti d’istanta-

nea quiete associati alla particella nell’intervallo [0, 𝑡]. 
 

6. Quadrivelocità e quadriaccelerazione relativistiche 
 

Per definire la quadrivelocità e la quadriaccelerazione relati-
vistiche dobbiamo introdurre accanto ai sistemi di riferimento 

inerziali anche il sistema di istantanea quiete (Σ∗, 𝑡∗) (vedi Fig. 6). 

Sia Γ una curva di genere tempo dello spazio-tempo di 
Minkowski avente equazioni parametriche 
 

𝑥𝑖 = 𝑥𝑖(𝜏)          (𝑖 = 1, 2, 3, 4).                                                  (47) 
 

Su Γ ad un certo evento 𝑃 possiamo associare più sistemi di coor-

dinate 𝑥𝑖 = 𝑥𝑖(𝑥𝑘
′
) (𝑖, 𝑘 = 1, 2, 3, 4), e la legge di passaggio da 

un sistema di coordinate ad un altro è la trasformazione di Lo-

rentz. Definiamo quadrivelocità dell’evento 𝑃 il quadrivettore 
 

𝐔 ≔ 𝑑𝑃 𝑑𝜏⁄  ,                                                                                  (48) 
 

tangente alla curva Γ nell’evento 𝑃 e di genere tempo. La quadri-

velocità è un ente assoluto, vale a dire esso non varia nel passag-

gio da un sistema di coordinate ad un altro, ma variano soltanto le 
sue componenti rispetto alla base locale associata alle coordinate 

locali considerate. Essendo 𝑑𝜏 Lorentz invariante le componenti 
della quadrivelocità variano da una base locale a un’altra come 

variano le componenti del quadrivettore 𝑑𝑃. Si ha  
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dove le 𝑈𝑖 = 𝑑𝑥𝑖 𝑑𝜏⁄  sono le componenti di 𝐔 rispetto alla base 

locale 𝜕𝑃 𝜕𝑥𝑖⁄  riferita alle coordinate locali 𝑥𝑖 . Il simbolo 𝜕 𝜕𝑥𝑖⁄  

prende il nome di derivata parziale di 𝑃 rispetto alla coordinata 

𝑥𝑖 , pertanto qui la base locale ha le seguenti 4 componenti 
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Calcoliamo le componenti spaziali 𝑈𝛼, rispetto alla base locale 

𝜕𝑃 𝜕𝑥𝛼⁄  (𝛼 = 1, 2, 3), e la componente temporale 𝑈4, rispetto 

alla base locale 𝜕𝑃 𝜕𝑥4⁄ , di 𝑈𝑖. 
Proiettando la (49) sulla base spaziale e su quella temporale 
otteniamo 
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Da un punto di vista fisico le 𝜈𝛼 sono le componenti cartesiane 

della velocità 𝐯, misurate nel sistema inerziale (Σ, 𝑡), della 
particella che sta a cavallo del laboratorio di istantanea quiete 

(Σ∗ , 𝑡∗). Notiamo che soltanto la velocità tridimensionale 𝐯 ha 

significato fisico poiché è l’unica misurabile. La quadrivelocità è 

un ente matematico. Rispetto al laboratorio (Σ′, 𝑡′) le componenti 

della quadrivelocità si scrivono 

{
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Rispetto al laboratorio di istantanea quiete (Σ∗ , 𝑡∗) dove 𝐯∗ = 0, la 

quadrivelocità ha componenti 
 

{
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∗
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∗
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𝑈4
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                                                 (52) 

 

da cui si deduce che la quadrivelocità  non è mai nulla, essendo la 

componente temporale sempre diversa da zero. Inoltre, la quadri-

velocità è un quadrivettore di genere tempo, essendo la sua norma 
negativa. Infatti, essendo la norma di un quadrivettore un inva-

riante di Lorentz, la possiamo calcolare nel laboratorio di istanta-

nea quiete, dove i calcoli risultano più facili e otteniamo (vedi e-
quazione (15)) 
 

𝐔 ∙ 𝐔 = 𝑔𝑖∗𝑘∗𝑈
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∗
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∗
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= −𝑐2 < 0. 
 

La quadriaccelerazione 𝐀 si definisce nel seguente modo 
 

𝐀 ≔ 𝑑𝐔 𝑑τ⁄  .                                                                                 (53) 
 

Omettiamo la ricerca delle sue componenti e dimostriamo che U 
e A sono ortogonali, vale a dire il loro prodotto scalare è nullo. 

Deriviamo in (Σ∗, 𝑡∗) rispetto a τ l’espressione 𝐔 ∙ 𝐔 = −𝑐2 otte-

nendo 
 

𝑑

𝑑τ
(𝐔 ∙ 𝐔) = 2𝐔 ∙

𝑑𝐔

𝑑τ
= 0  . 

 

Da cui segue, in virtù della definizione (53), 
 

𝐔 ∙ 𝐀 = 0  .                                                                                      (54) 
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[*] Università degli Studi di Messina, Dipartimento di Scienze Matema-

tiche e Informatiche, Sc. Fisiche e Sc. della Terra ∎ Mathesis “Adelina 

Georgescu” di Messina, e-mail: lrestuccia@unime.it. 
 

 

PARABOLA 
 

di Wisława Szymborska 
 

Dei pescatori tirarono fuori dagli abissi una bottiglia. Dentro c’e-
ra un pezzo di carta, con scritte queste parole: «Aiutatemi! So-
no qui. L’oceano mi ha gettato su un’isola deserta. Sto sulla 
sponda e aspetto aiuto. Fate presto. Sono qui!». 
«Non c’è data. Sicuramente ormai è troppo tardi. La bottiglia 
può aver galleggiato in mare per molto tempo» disse il primo 
pescatore. 
«E non c’è indicazione del luogo. Non si sa neanche quale oce-
ano sia» disse il secondo pescatore. 
«Non è né troppo tardi né troppo lontano. L’isola Qui è ovun-
que» disse il terzo pescatore. 
Seguì una sensazione di disagio, calò il silenzio. È quel che ac-
cade con le verità universali. 
 

Tratto da Wisława Szymborska, La gioia di scrivere (pag. 135), Adelphi 

editore, Milano, 2009. 
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